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GÉOMÉTRIE GÉNÉRALE. — LA LIGNE DROITE 


— Seance du 9 août 1890 — 


Le mémoire présenté l'an dernier au Congrès de Paris forme lIntroduc- 
tion à la Géométrie générale. | 

Nous donnons cette année le premier livre de cette nouvelle Géométrie, 
comprenant la généralisation de toutes les propositions du premier livre 
de la Géométrie ordinaire et les propriétés fondamentales des lignes pro- 
portionnelles. 

Nous terminons ce mémoire par l'interprétation rationnelle des solu- 
tions, imaginaires ou réelles, de l'équation cartésienne généralisée et par 
la construction des points représentés par ces solutions. 


LES ANGLES ET LES PARALLÈLES 


63. — Tnéonèue. — Deux angles qui ont leurs côtés parallèles sont 
égaux si les côtés parallèles sont dirigés deux à deux dans le même sens, 
Ou encore si les côtés parallèles sont dirigés deux à deux en sens contraire ; 
leur différence est égale à ++ si deux côlés sont parallèles de même sens 
et les deux autres de sens contraire. 

En résumé, deux angles qui ont leurs côtés parallèles chacun à chacun 
sont égaux ou diffèrent de + x. | 


x 


Mt D Eco tE EPS Loue. Ce Cf tn ne, 
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Ce théorème cest une conséquence immédiate de notre définition de 
l’angle. 

CoroLLAIRE Ï. — Deux angles adjacents différent de == x si leurs côtés 
extérieurs sont en ligne droite, et réciproquement. 

C'est-à-dire qu’une semi-droite fait avec les deux semi-droites opposées 
d’une même droite deux angles dont la différence est égale à 7. 


CorozLaimE Il. — Deu.r angles opposés par le sommet sont égaux. 

C'est-à-dire que l’angle de deux semi-droites est égal à l'angle formé 
par leurs semi-droites opposées. 

64. — Tuéonème. — La somme des angles d’un triangle quelconque 
AA'BB'CC' est égale à +. ‘ 

Nous limiterons la définition du triangle à la figure formée par trois 
droites non isotropes se coupant deux à deux en trois points propres non 
situés en ligne droite. 

Sur la semi-droite BB'CC’, considérons un segment CC'DD” de même 
sens que BB'CC’ ct construisons 


A; LS je! € un segment CCÉE’ parallèle de 
/ 4 À a : cp lA A 
LR Le # même sens au segment BB'AA. 


8 A > ne / En vertu du théorème précédent, 
Den _— l'angle AA/BB/CC est ügal à l'angle 
ie , EECCDP’, et l'angle CC'AAB 

Fig, 1. 


est égal à l'angle AA'CCEE’. 

Par conséquent, la somme des angles BB'CC'AA’, CC'AA'/BB", AA’BB'CC' 
est Ggale à la somine des angles BB'CC'AA’, AA'CC'EE”, EE'CC'DD' ou à 
l'angle BB'CC'DD”, 

Les semi-droïtes CC’BB’, CCDD” étant de sens opposé, l'angle BB'CC'DD' 
est égal à + 7. | 

Donc la somme des angles du triangle AA’BB/CC' est égale à ::7. 

REMARQUE. — La somme des angles d’un triangle AA’BB'CC' est égale 
à Ex, à la condition de s'appliquer aux trois angles AA’BB'CC', BB'CC'AA, 
CC'AA'BB", où à leurs inverses CC'BB'AA7, BB'AA'CC’, AA'CC'BB”, déter- 
minés en suivant toujours le même ordre alphabétique. 

La somine est égale à + + ou — 7, suivant l’ordre adopté. 

Deux angles qui ont la même représentation matérielle peuvent différer 
d’un multiple de 2x. 

Afin de déterminer sans ambiguïté la grandeur d'un angle du triangle, 
nous conviendrons de choisir, pour la partie réelle de l’angle, la grandeur 
comprise entre + x et — x, 

Il est important de remarquer que les parties réelles des trois angles 
d’un triangle ne sont pas nécessairement de mème signe, comme en Géo- 
métrie ordinaire, 
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COROLLAIRE [. — Quand trois points sont en ligne droite, la somme des 
trois angles est encore égale à +. 
En effet, l'un de ces angles est égal à Hz et les deux autres sont égaux 


COROLLAIRE IL. — Dans un quadrilatère quelconque A\A'BB'CCDD’, la 
#% somme des quatre angles AA\BB'CC’, BB'CCDD’, CC'DD'AA’, DD'AA/BB 
Æ est égale à Ù cu E 2x. 

En effet, il est facile de voir que la somme de ces angles est Cgale à la 
some des angles des deux triungles AABB'CC’ et AACCDD’, 


CoRoLLAIRE [IL — Deux triangles qui ont deux angles égaux chacun à 
chacun ont leurs trois angles respectivement égaux. 

En effet, la somme des angles d’un triangle étant égale à Æ x, la diffé- 
rence des troisièmes angles cst égale à 0 ou + 2x. 


UD. — TaéoRÈME. — Tout angle a une bissectr'ice et une seule. 

On appelle bissectrice d’un angle AA’PP'BB’ une droite PP’DD’ qui 
passe par le sommet et divise l’angle en deux parties égales, AA’PLP'DD’ 
et DD'PP'BB. 

I résulte de cette définition que la directrice de la bissectrice est pa- 
rallèle à la bissectrice de l’angle formé par les directrices des semi-droites 
PP'AA et PP'BB”, côtés origine et extrême de l'angle AXPP’BB, 

Désignons par &, b et d les valeurs des caractéristiques des côtés PL’A A, 
PL’BB" de l'angle ct de la bissectrice PP'DD”’, 


ge . Les angles AA’PP'DD’ et DD'PP'BB' étant égaux, on a : 
ee l …— 
‘ — ï ou d=ya.b. 


. La droite, qui passe par le point PP’, à pour caracttristique Va.b el 
pour directrice un parallèle à la bissectrice de l'angle formé par les 
directrices des côtés de l'angle AA’PP’BB, est évidemment bissectrice de 
cet angle. 

Le théorème est donc démontré. 

On remarquera que la droite bissectrice se compose de deux semi-droites 
opposées qui sont respectivement les bissectrices des angles AA’PP'BB’ 
et AAPP'BB 2 2x, qui ont la mème représentation matérielle. 


CoroLLaRE [. — Les angles inverses AXPP'BB’ et BB'PP'AA' ont la 
méme bissectrice. 


CoRoLLAIRE IL. — Deux angles opposés par le sommet ont la méme bis- 
sectrice. 


CoroLLaire IT. —— Les bissectrices de deux angles adjacents, dont les côtés 
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exlérieurs appartiennent à la méme droite, sont perpendiculaires l'une 
à l'autre. 
CoroLLaiRE IV.—- Les deux bissectrices des angles jormés par deux droites 


sont perpendiculaires l'une à l’autre. 


66. — Ta£onème. — Si deux segments AA’BB’, DD'CC’ sont égaux et 
parallèles de méme sens, les segments AA'DD”, BB'CC’ sont aussi égaux 
et parallèles de même sens. 

Les segments AA’BB’, DD'CC' Ctant égaux 


8 et parallèles de même sens, il en résulte 
4 ‘0 % + . 
de [1 nécessairement que les lignes AB, A'B’ sont 
( c 
é 


| respectivement égales et parallèles de même 
sens aux lignes DC, D'C’. 
Par conséquent, les quadrilatères ABCD, 
A’B'C'D/ sont des parallélogrammes ct les segments AA’DD”, BB’CC' sont 
égaux et parallèles de même sens. 


D’ 
Fig. 2, 


67, — THÉORÈME. — Deux segments parallèles AA’BB", D'CC’, compris 
enire deux droites parallèles AA'DD’, BB'CC’, sont égaux et parallèles de 
même sens. 

Par le point DD’ menons le segment DD'C,C, égal et parallèle de même 
sens au segment AA’BB'; le point CC; est évidemment situé sur la droite 
DD'CC’. 

En vertu du théorème précédent, le segment BB’C,C est parallèle au 
sogment AA'DD'; par conséquent, les droites BB'C,C, BB'CC’se confon- 
dent et le point C,C; est aussi situé sur la droite BB'CC’. 

Donc le point CC, se confond avec le point CC’, ce qui démontre le 
théorème. 

IL est aisé de voir que le théorème est encore vrai quand les deux 
parallèles, qui limitent les segments parallèles, sont des droites isotropes. 


68. — Taéorèue. — Dans lout parallélogramme : 

1° Les côtés opposés sont égaux deux à deux; 

2 Les angles opposés sont égaux deux à deux; 

3° Les diagonales se coupent mutuellement en deux parlies égales. 

Considérons un paralléloyramme quelconque, c’est-à-dire un quadrila- 
lère qui a ses côtés opposés parallèles deux à deux. Soit AABB'CCDD" 
ce parallélogramme. 

4° Deux côtés opposés, AA’BB’" et DD'CC’, par exemple, sont égaux 
comme formés par des segments parallèles compris entre deux droites 
parallèles. 

Les semi-droites AA’BB’ et DD’CC’ sont parallèles de même sens, ainsi 
que les semi-droites BB'CC’ et AA’DD’. 
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2 Deux angles opposés, AA’BB/CC' et CCDD'AN, par exemple, sont 
égaux comme ayant Icurs côtés correspondants parallèles de sens con- 
traire. 

3 Les diagonales se coupent mutuellement cn deux parties égales. 

Les quadrilatères ABCD, VB'CD’ sont des parallélogrammes; soient 
O, O’ leurs centres. O0’ est évidemment le point milieu de la diagonale 
AA'CC' et de la diagonale BR'DN. 


69. — Tuéonëue. — Un quadrilatère est un parallélogramme : 

1° Si deux côtés opposés sont égaux et parallèles de même sens; 

20 Si ses angles opposés sont égaux deux à deur; 

3° Si ses diagonales se coupent mutuellement en deux parties égales. 

Soit le quadrilatôre AA’BB'CC'DD’. 

4° Si deux côtés opposés sont égaux ct parallèles de même sens, les 
deux autres côtés sont parallèles ct par conséquent le quadrilatère est un 
parallélogramme. 

2 Les angles opposés AA’BB'CC", CCDD'AA sont égaux, ainsi que les 
angles BR'CCDD', DD'AA’BB, 

La somme de ces quatre angles est égale à 0 ou 7 2x. 

Il en résulte que deux angles consécutifs quelconques, AA'BB'CC’ et 
BB’CCDD” ont leur somine égale à 0 ou =. 

© Par conséquent, les angles CC'BB'AN, BB'CC'DD’ sont égaux ou diffè-- 

rent de +, ct les côtés non confondus de ces angles, BB’AA" et CC'DD’, 
sont nécessairement parallèles. 

Donc deux côtés opposés quelconques du quadrilatère sont parallèles. 

3° Si les diagonales du quadrilatère se coupent mutuellement en deux 
parties égales, on voit immédiatement que les quadrilatères ordinaires 
ABCD, A’B'C'D sont des parallélogrammes, et par suite que le quadrila- 
tère AA'BB'CCDD' de Géométrie générale est un parallélogramme. 


LES PERPENDICULAIRES ET LES OBLIQUES 


10. — TugorÈMe. — La perpendiculaire mence à la droite AA’BB' par 
son point milieu est la droite ABB. 

Les droites AA’BB' at AB’BA’ ont leurs caractéristiques égales et par 
suite forment un angle réel; le double de ect angle réel est évidemment 
égal à Fangle des semi-droites AB” et R'A\’, ou à -'-#. 

Par conséquent, ces droites sont perpendiculaires. 

On voit immédiatement que ces droites ont le même point milieu. 

Le théorème est donc démontré. 


CoroLLaiRe. — Les deux points AB’ et BÂ\, à distance nulle des points 
* AA’ et BB’, appartiennent à la perpendiculaire menée à la droite A A'BB/ 
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par son point milieu, et réciproquement cette perpendiculaire passe ‘par 
les deux points AB’ et BA’. 


71. — TuéorÈme. — La perpendiculaire élevée sur le milieu MM! d'une 
| droite AA'BR7, non isotrope, est le lieu géo- 

P P + . ” . + 
1 . métrique des points équidistants des ertré- 


4 Ru milés de la droite. 

; À à 4°ToutpointPl”équidistant des extrémités 
LE AE S..  AA’et BR’ de la droite AA’RR’, appartient 
AW 7 & à la perpendiculaire menée à cette droite 

par son point milicu MM’. 
Les sogments égaux PP'AA et PP'BB’ ont leurs arguments égaux, ct 
par suite l'angle APB est égal à l'angle APR’; ils ont. aussi leurs mo- 
dules égaux, et l’on a : 


PA PB 


/ » À P'A' — /PB, "R Fr RTE 
VPAP'A' = ÿPB.P OÙ DE pv 


Il résulte de là que les deux triangles PAB, P'B'A sont inversement 
semblables, ainsi que les couples de triangles PMA, PMR’ et PMB, P'M'A. 

Par conséquent, les droites MM’BB’ et MM’PP’ ont leurs caractéristiques 
égales. 

L'angle réel, formé par ces droites, est égal à la moitié de la somme des 


angles BMP et R'WP’, ot par suite à + 5 


Done la droite MMPP”’ est perpendiculaire à la droite MM/BR’ ou AA’BB’. 

La propriété subsiste quand le point considéré est à distance nulle des 
extrémités de la droite AA’BRB7. 

2° Tout point PP’ de la perpendiculaire MMPF”’, élevée sur le milieu 
MM de la droite AABB", est équidistant des extrémités de cette droite. É. 


L'angle PP'MM'A A étant égal à == 7, la somme des angles PMA, PM’ [= 


2 ë 
est égale à x, et l’angle PMA est égal à l'angle BMP’. ls 
| 


Les caractéristiques de droites perpendiculaires étant égales, on à : 


MP AB MA MB f:: 
MP AR MB MN 
| 


Il résulte de là que les triangles PMA, P'MB sont inversement sembla- Ë 
bles, ainsi que les triangles PMB, P'M’A”. | 

D'où l’on conclut que les triangles PAB et P'R°A’ sont inversement sem- 
blables, et par suite que les segments PPAA?7, PPBB" sont égaux comme 
ayant leurs modules et leurs arguments égaux. 

Les points AB’ ct BA’ de la perpendiculaire MM/PP” sont évidemment à 
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distance nulle el par conséquent équidistants des extrémités de la droite 


ABB". 
Le théorème est donc démontré dans toute sa généralité. 


CorozLaire. — Les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés 
d'un triangle concourent au même point. 

72. — Application à la Géométrie ordinaire : 

Les points de Brocard O0, 0’ d'un triangle ABC sont les composantes 
isotropes du point O0’ également distant des points AB, RC, CA. 

Plus généralement : 

Si ARCD..... est une ligne harmonique de la Géométrie ordinaire, 
existe en (iéométrie générale un point O0’ également distant, des points 
AB, BC, CD...., dont les composantes O, O’ sont les points de Brocard de 
la ligne harmonique. 

Le point O0” est l'intersection des droites ACBB et BDCC. 

La démonstration ne présente aucune difliculté. 


13. — TuéorÈme. — Dans iout triangle isocéle, les angles opposés aux 
cûlés égaux sont égaur. 

Soient PPBR et PP'CC' les côtés égaux d’un triangle isocèle PP'BB’CC’. 

Il s’agit de démontrer que les angles 


j à 4 # LA LA p* 
PP'BB'CC' et BB'CCPP’ sont égaux. FN _. 
Par le point PP”, menons la droite iso- PL 
trope positive, et soit PI” son point d'in- A . ne 
tersection avec li base BB'CC’, UN ke 
En vertu de notre théorème fondamental, BTE me Tr 
formant l’objet du n° 62 du mémoire de : 
Paris, le rapport scgmentaire de langle 
: BB'PP’ | , 
PP'BB'CC' est égal à TIYUTA les segments Figsn D 


BBPP’, BBPI étant comptés sur les semi-droites BB'PP’, BB'CC’. 

Soit EP’ le point d’intersection de la base BB'CC avec la droite isotrope 
négative menée par le point PP’, 

IL résulte du théorème fondamental que le rapport segmentaire de 
CCPP’ 
CCEP” 
comptés sur les semi-droites CC'PP”’. CC'BR7. 

Pour que deux angles soient égaux, à un multiple près de 2x, il faut 
et il suffit que leurs rapports scgmentaires soient égaux. 

On voit que le théorème est ramené à démontrer l’égakié ! 


l'angle BB'CCPP’ est égal à les segments CCPP”’, CCEP” étant 


BB'PP’ _ CCPP’ 
BBPD' CCE 


. 
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Les numérateurs BB'PP7, CCPP’ sont des longueurs de segments 5 
comptées respectivement sur les semi-droites BR'PP”, CC'PP”’ et par con- 3 
séquent égales par hypothèse, 

I ne reste donc plus qu'à démontrer l'égalité des segments BB'PD’, CC'EP”’, 
comptés respectivement sur les semi-droites opposées RB'CC', CC'BB’, ou 
bien l'égalité des segments BR’PD’, EP'CC’, comptés sur une même semi- 
| droite. 

Le point PP”, équidistant des extrémités de la base BB’CC’, appartient 
à la perpendiculaire élevée au milieu MM de cette base. È 

Les points PD’ et EP”, situés sur la droite BB'CC’, sont à distance nulle 
du point PP’; par conséquent le picd MM’ de la perpendiculaire menée 
| du point PP’ sur la droite BB'CC’ est aussi le point milieu du segment 
Le PD'EP’. 
| Des relations : 


BB'MM — MM'CC et EP/MM' = MM'PD’ 
on déduit : 


BB'PD' — BB'MM' + MM'PD' — EP'MM’ + MM'CC’ — EP’CC’, 


tous les segments étant comptés sur une même semi-droite, E 
On a donc BB'PD’ — EP’CC’, et le théorème est démontré. | 
14, — Réciproquement, tout triangle qui a deux angles égaux est iso- 

cèle. 

Soit PP'BB’CC’ un triangle dans lequel les angles PP'BB’CC' et BB'CC'PP” 
sont égaux. 

Je dis que les côtés PP'BB’ et PP'CC’ sont égaux. 

Sur la semi-droite PP'CC', prenons le segment PP’C,C’ égal au segment 

PPBB'. 

Les semi-droites PP'C,C; et PP'CC’ ont la même direction, et l'angle 

C,C;PP'BB' est égal à l’angle CC'PP'BB/. 

Dans le triangle isocèle PP'BB'C,C,. les angles PP'BB'C.C; et BB'C,C;PP' 
sont égaux. 
Les deux triangles PP'BB'C.C', PP’BB'CC' ont l'angle au sommet égal, 


[ , 
et les sommes de leurs anbles soit égales ou diffèrent de + 2x, 

Il résulte de là que les doubles des angles PP’BB'C,C et PP'BB'CC’ sont 
égaux ou diffèrent de -i- 2; par conséquent, ces deux angles, qui ont le 
même côté origine, sont égaux ou diffèrent de = =. 

Dans l’un ou l'autre cas, les droites BB'C,C; et BB'CC’ sc confondent. 

Donc le point C.C;, situé sur les droites BB'CC’ et PP’CC’, sc confond 
avec le point CC’. 

Ce qui démontre le théorème. 


15. — Tuéorème. — Dans tout triangle isocèle PP’BB'CC’, la médiane 
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PPMM, perpendiculaire à la base BB'CC’, est la bissectrice de l'angle au 
sommet PP’. 

Considérons les deux triangles PP'BB'MM’ et MM'CCPP’. 

Les angles PP'BB'MM et MM'CC'PP”, se confondant respectivement avec 
les angles PP’BB'CC' et BB'CC'PP”’, sont égaux. 

Les angles BB'MM'PL’ et PP'MM'CC’ sont évidemment égaux. 

Par conséquent, les deux triangles PP'BB'MM', MM'CC'PP’ ont deux 
angles égaux chacun à chacun. 

Donc les autres angles MM’PP'BB’ ct CC'PP'MM sont égaux et la droite 
PP'MM! est la bissectrice de l’angle CC'PP’BB’. 


16. — Tuéorème. — Si d'un point O0’, pris hors d’une droite AA'BB, 
on méêne à celte droile la perpendiculaire OO'HH’ et plusieurs obliques 
00’CC', 00’DD', OU'EE",. .… 

4° Deux obliques égales OO'CC' 
et OO'EE’ ont leurs pieds égale- 
ment distants du pied HH° de la 
perpendiculaire ; : 

2 Deux obliques OO'CC’ et en Se 
OO'EE", dont les pieds sont éga- 
lement distants du pied HH’ de la perpendiculaire, sont égales ; 

3° La perpendiculaire OO'HH ne peut étre égale à une oblique. 

En eflet: 

4° Si les obliques 00’CC’ et OO'EE’ sont égales, le point 00’, équidis- 
tant des points CC' et,EE”, est sur la perpendiculaire menée à la droite 
CC'EE en son point milieu ; 

2 Si les deux obliques O0'CC et OO'EE’ ont leurs pieds également dis- 
tants du pied HH’ de la perpendiculaire, cette perpendiculaire est le lieu 
des points équidistants des points CC’ et EE’, et les deux obliques sont 
égales ; 

8 Si la perpendiculaire OO'HH était égale à l’oblique OO’CC’, le pied 
HH’ de cette perpendiculaire, également distant des points HH” et CC, se 
confondrait avec le point CC, et la droite O0’CC’ ne serait pas une 
oblique. 


B8’ 


COROLLAIRE, — D'un point on ne peut mener à une droile que deux 
obliques égales. | 


TT. — Tiéonime. — Dans un triangle quelconque AABB'CC", un côté 
BB'CC' ne peut étre égal à la somme ou à la différence des deux autres. 

Supposons que le côté BB'CC’ soit égal à la somme des côtés AA’BB 
et AA'CC’. 


Sur la semi-droite BB'CC’ construisons le segment BB'DD’ égal à 
LL] 
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AA'BB' ; le segment DD’CC est égal à AA’CC’et les points BB’, CC’ sont 
équidistants des points AA’ et DL”. 


r Free Par conséquent.la droite BB'DD'CC' 

nu est perpendiculaire au milieu de la 

" op droite AA’DI, et le point AA’ se 
Fig. 6. confond avec le point DD”. 


Donc les trois points AA’, BB’, CC’ sont en ligne droite ct la figure 
AA'BB'CC' cesse d'être un triangle, ce qui démontre qu’un côté d’un 
triangle ne peut être égal à la somme de deux autres. 

Si le côté BB'CC' était égal à la différence des côtés AA’BB” et AA'CC’, 
le côté AA’BB serait égal à la somme des deux autres, et les trois points 
AA’, BB’, CC’ seraient encore en ligne droite (ce. q. f. d.).. 

REMARQUE. — Dans les relations entre les côtés d’un triangle nous avons 
supposé que les longueurs des côtés du triangle AA'BB’CC étaient égales 
à  AA'’BB/, + BB'CC’, + CC'AA’. 

ConoLLaIRE. — Le lieu géométrique des points tels que la somme ou la 
différence de ses distances à deux points fixes soil égale à la distance de 
ces deux points fixes est la ligne droite qui passe par ces deux points. 


LES FIGURES SYMÉTRIQUES 


18. — Deux points O0”, 0,0 sont dits symétriques par rapport à une 
droite AA’BB”, lorsque cette droite est perpendiculaire sur le milieu de 
00'0,0’. « | 

Deux figures sont dites symétriques par rapport à une droite, lorsque 
leurs points sont deux à deux symétriques par rapport à cette droite, 
appelée axe de symétrie. 


19. — Taéorème. — La figure symétrique d’une droite, par rapport 
à un axe AAÂ’BB’, est une autre droile. 
Soit AA’ l'intersection de la droite con- 
sidérée AA’XX" avec l’axe AA'BB'. 
Construisons le symétrique X,X, du point 
es XX’ par rapport à l'axe. 
ul Les obliques AA’XX’ et AA'XX, sont 
"v . égales, puisque leurs pieds XX’ et X,X, 
sont équidistants du pied de la perpen- 
| diculaire abaissée du point AA’ sur la 
de droite XX’X,X', et dans le triangle isocèle 
AA'XX'X,X' la médiane AA’BB’ est bissectrice de l'angle XX'AA'X,X!. 
Par conséquent, l'angle X,X!AA'BB' est égal à l’angle BB'AA'XX". 
Soit Y,Y, le symétrique d’un autre point YY’ de la droite AA’XX". 


XX 


XX 


u ET CS de 
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L'angle Y,Y AA’BB est égal à l'angle BB'AA'YY’. 

Or, les angles BR'AA’XX’ et BB'AA'YY’ sont égaux ou diffèrent de + 7. 

Donc les angles X,X'AA’BB’ et Y,Y,AA'BB’ sont égaux ou diffèrent 
de + +. 

Ce qui démontre que le point Y,Y, est situé sur la droite AA'X X’. 

.… Béciproquement, tout point de la droite AA’X,X; est le symétrique d’un 
point de la droite AA'XX. 

Ce qui démontre le théorème pour le cas où la droite rencontre l'axe 

‘en un point propre ct n’est pas isotrope, 

Dans le cas particulier où la droite est parallèle à l'axe tous ses points 
sont à égale distance de l’axe de symétrie. 

Par conséquent, tous les points symétriques sont aussi à égale distance 
de l'axe, et le lieu de ces points est évidemment une droite parallèle à 
l'axe. 

Quand la droite est isotrope, il est facile de s'assurer que sa symétrique 
est la droite isotrope de nom contraire. 

Le théorème est donc démontré dans toute sa généralité. 


CorozLaine L — Deux droites symétriques se rencontrent toujours sur 
l'axe de symétrie. 


CorozLaine Il. — L'axe de symétrie forme des angles inverses avec deux 
droites symélriques. 


CorozLaine Ill. — Deux segments symétriques sont éqaux. 
CorocLAiRe IV. — Deux angles symétriques sont inverses. 
80. — Tuéorèue. — Deux triangles symétriques, par rapport à une 


droite, ont leurs côtés égaux chacun à chacun et leurs angles inverses 
chacun à chacun. 

Ce théorème est une conséquence immédiate des deux derniers corol- 
laires. 


LES TRIANGLES ÉGAUX 


81. — Deux triangles sont dits directement égaux lorsqu'ils ont leurs 
angles égaux chacun à chacun et leurs côlés homologues respectivement 
égaux. 

On entend par côtés homologues ceux qui sont adjacents à des angles 
respectivement égaux, ct l’on donne à ces angles eux-mêmes le nom 
d’angles homologues. 


82. — TnéoRÈME. — Si, par les sommets AA’, BB, CC’ d’un triangle 
AA'BB'CC' on mène des segments AA'A,A, BB'B,B, CC'C,C, égaux et 
parallèles de même sens, les extrémités A A", p,B,, CC de ces segments 
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sont les sommets d’un triangle A,A°B,B;C,C, directement égal au triangle 
AA’BB'CC’. 
Les côtés correspondants de ces triangles sont égaux, comme côtés 
opposés de parallélogrammes, et 


, de plus parallèles de même sens. 
2 Ps. mer Û | Les angles correspondants, qui 
is A EX / | ont leurs côtés parallèles dirigés 
\ ki . ee | L à deux à deux dans le même sens, 
ee mes à \ sont aussi égaux. 
Des LA rers Donclesdeuxtriangles AA’BB’CC’ 
Fe Set A,A°B,B;C,C; sont directement 
Fig. 8. » 
égaux. : 
83. — Deux triangles sont dits inversement égaux lorsqu'ils ont leurs 


angles inverses chacun à chacun et leurs côtés homologues respectivement 
égaux. 

Les côtés homologues sont ceux qui sont adjacents à des angles respecti- 
vement inverses, appelés angles homologues. 


8%. — TnéoRème. — Deux triangles symétriques, par rapport à une 
droite, sont inversement égaux. 

En effet, ces deux triangles ont leurs angles inverses chacun à chacun 
et leurs côtés homologues respectivement égaux. 


85. — TnéorèmMe. — Deux triangles AA'BB'CC’ #t AA’BB'C,C;, qui ont 
un côté commun AA'BB' et les deux autres côtés BB'CC', CC'AA' et 
BB'C,C,, C,C;AA’ égaux chacun à chacun, se confondent ou sont symé- 
triques. 

En cffet, si les deux sommets CC’ et C,C; ne se confondent pas, les 
points AA’, BB’, équidistants des points CC et C,C,, sont sur la perpen- 
diculaire élevée au milieu de la droite CC'C,C;. 


ConoLLamme. — Deux triangles directement égaux qui ont un côté homo- 
logue commun se confondent. 


86. — PROBLÈME. — Construire un triangle inversement égal à un 
triangle donné AA'BB'CC’, connaissant le côté PP'QQ homologue au côlé 
AA'BB". 

Menons par les points BB’, CC’ les segments BB'Q,Q, CCR,R, égaux et 
parallèles de même sens au segment AA’PP”. 

Le triangle PPQ,QRR; est directement égal au triangle AA'BB'CC’. 

Soit PP'MM' la médiane du triangle isocèle PP'QQ'Q,Q, perpendiculaire 
à la base QQ'0,0,- 

Construisons le symétrique RR’ du point R,R’ par rapport à l’axe 
PP'MM'. 
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Le triangle PP'OQRR', symétrique du triangle PP'Q,QR,R;, est inver- 


sement égal à ce triangle ct par suite au triangle 
AA'BB'CC'. | 

[l n'existe pas d’autres triangles satisfaisant 
à la question, parce que deux lriangles di- 
rectement égaux qui ont un côté homologue 
commun se confondent. 


87. — PROBLÈME. — Construire un triangle 
directement égal à un triangle donné AA’BB'CC’, 
connaissant le côté PP'QQ homologue au côté 
AABF. Fig. a. 

Construisons le triangle PP'OOR,R,, inversement égal au triangle 
AA'BB'CC', puis le symétrique RR’ du point R,R;, par rapport à la droite 
PP'QQ’. 

Les triangles symétriques PP'QQRR’ et PP'QQR,R, sont inversement 
égaux, et les deux triangles PP'QQ'RR’ et AA’BB'CC’, inversement égaux 
au triangle PP'Q0R,R’, sont directement égaux. 

On voit que le problème a toujours une solution et unc seule. 

88. — La construction suivante est plus simple. 

Sur les côtés PQ et P’(, considérés comme homologues aux côtés AB et 
A'B'. construisons les triangles PQR, P'Q'R’ directement semblables aux 
triangles ABC, A'B'C’. 

PP'QQRR' est le triangle cherché. 

Nous venons de démontrer qu’il existe un triangle et un seul direc- 


Fig. 40. 


tement égal au triangle AA’BB'CC' et ayant PP'QQ pour côté homologue 
à AA’BB’. 

Soit PP'OOR,R; ec triangle. 

Je dis que les deux triangles PP'QQRR’, PP'QQR,R; coïncident. 

De la similitude directe des triangles de la Géométrie ordinaire on 
déduit que les rapports segmentaires des angles correspondants de ces 
deux triangles de la Géométrie générale ont leurs modules égaux et leurs 
arguments égaux ou différents de + +. 
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Par conséquent, les angles correspondants des deux triangles PPQQRR", 
PP'QOR,R; sont égaux ou diffèrent de + +. 

Puisque les angles PP'QQRR’, PP'QOR,R, sont égaux ou diffèrent 
de + x, les droites QQ'RR", Q9R,R; se confondent. On verrait de même 
que les droites PPRR’, PP'R,R, se confondent. 

Donc le point RR' coïncide avec le point R,R; (c. q. f. d.). 


89. — TnéorÈmEe. — Deux triangles sont directement éqaux : 

1° Lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles éqaux chacun à 
chacun ; 

2% Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés égaux chacun 
à chacun. 

En effet: 

4° Soient les deux triangles AA’BB'CC', PP'QQ'RR’, tels que l’on ait: 


BB'CC' = Q0'RR', BB'— QQ, CC'=— RR. 


Sur le côté BB'CC’, homologue au côté QQRR’, construisons le triangle 


. A ,A°BB'CC’ directement égal au triangle PP'QORR". 


Le théorème cest ramené à démontrer que les deux triangles AA’BB'CC’, 
A,A’BB'CC’ se confondent. 

Puisque langle A,A'BB'CC' cest égal à l'angle AA’BB'CC’, le point 
AA est sur la droite BB'AA”. 

On verrait de même que le point A,A est sur la droite CC’AA. 

Donc le point A,A; coïncide avec le point AA’ et les deux triangles se 
confondent. 

2% Soient les deux triangles AA'’BB'CC’, PP'QQRR’, tels que l’on aït : 


BB’ — QQ', BB'CC — Q0'RR’, BB'AA’ — QQ'PP’. 


Sur le côté BB'CC’ homologue au côté QQ'RR’, construisons le triangle 
À, A'BB’CC' directement égal an triangle PP'QQ'RR. 

I s’agit de démontrer que les deux triangles AA'BB'CC', A,A; BB'CC’ 
se confondent. 

L’angle A A'BB'CC' étant égal à l'angle AA’BB'CC', le point A,A; appar- 
tient à la droite BB'AA", et la semi-droite BB’A, A à la même direction 
que la semi-droite BB'AA’. 

Les deux segments BB'A,A; ct BB'AA’, comptés sur la même semi- 
droite BB'A, A; ou BB'AA’, sont égaux et ont le même point origine BB’. 

Donc leurs points extrêmes A,A! cet AA’ sc confondent, et les deux 
triangles coïncident. 


90. — TnéorÈmEe. — Deux triangles sont inversement égaux : 
4° Lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux angles inverses chacun à 
chacun ; 
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2 Lorsqu'ils ont un angle inverse compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun. 
Le symétrique de l’un de ces triangles, par rapport à une droite, est 
directement égal à l’autre, en vertu du théorème précédent. 
Par conséquent, les deux triangles ont leurs côtés égaux chacun à chacun 
et leurs angles homologues respectivement inverses. 


91. — Tnéorèue. — Deux triangles qui ont leurs côtés parallèles chacun 
à chacun ont leurs angles égaux chacun à chacun, ou bien un seul angle 
est égal et les deux autres différent de + 7. 

Les angles correspondants, ayant leurs côtés parallèles, sont égaux ou 
diffèrent de + x. 

Si deux angles sont égaux chacun à chacun, les troisièmes angles sont 
aussi égaux. 

Tous les angles correspondants ne peuvent différer de Æ x, autrement 
la somme des six angles des deux triangles scrait égale à un multiple impair 
de + x, ce qui est impossible. 

Donc les deux seuls cas énoncés peuvent se présenter en Géométrie 
générale. 

Quand les deux triangles parallèles sont égaux, les angles correspon- 
dants sont nécessairement égaux. 


92. — THéorÈME. — Deux triangles rectangles sont directement ou inver- 
sement égaux : 

4 Lorsqu'ils ont l'hypoténuse égale et un angle adjacent égal ou 
inverse ; 

% Lorsqu'ils ont l'hypoténuse égale et un autre côté égal. 

Un triangle est dit rectangle lorsqu'il à un angle droit, c’est-à-dire égal 


à +3 ou — EE le côté opposé à l'angle droit est l’hypoténuse. 


4° Soient les deux triangles AA’BB’CC’, PP'QORR’, rectangles en AA 
et PP’, dans lesquels on a 


Be: û 
BB'CC’ — QQ'RR' et l'angle BB’ : 
égal ou inverse à l’angle QQ’. \ 
Sur le côté BB’CC', homo- | \ 
logue au côté QQRR’, construi- À | \ | 
” sons le triangle A,A'BB'CC di. . e dé LL 
Fig. 11. 


rectement ou inversement égal 
au triangle PP'QQRR,, suivant que l’angle AA’BB'CC’ est égal ou inverse 
à l'angle PP'QQ'RR. 

Le point À ,A, se trouve sur la droite BB'AA’, puisque l'angle A A'BB'CC' 
est égal à l'angle AA’BB’CC’; les droites CC’A,A’ et CC'AA’, perpendicu- 
laires à la même droite, se confondent. 
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Par conséquent, le point A,A° coïncide avec le point AA’. 

Done les deux triangles rectangles donnés sont directement ou inverse- 
ment égaux. 

2 Soientles deux triangles rectangles AA’BB’CC', PP'RQRR, rectangles 
en AA’ et PP’, dans lesquels on a BB’CC = QORR ct AA’BB’ = PP'0Q". 

Sur le côté AA’BB°", homologue au côté PP'Q()", construisons le triangle 
AA’BBDD' directement égal au triangle PP'QQ'RR. 

Les droites AA’DD’ et AA’CC’, perpendiculaires à la droite AA’BB, se 
confondent, | 

Les deux obliques égales BBD’, BB'CC’ ont leurs pieds également 
distants du pied AA’ de la perpendiculaire. 

Par conséquent, les deux triangles AA’BB'DD’, AA’BB’CC' sc confondent 
ou sont symétriques par rapport à la droite AA’BB7. 

Ce qui démontre le théorème. 


93. — Taéorème. — Le lieu des points équidistants de deux droues 
conco rantes est le système des deux bissectrices des angles de ces droites. 
Soient AA’BB’, AA’CC les deux 


A droites concourantes. 
jf à Xe 4° Tout point MM! pris sur l’une des 
/ \ bissectrices est également distant des 
7 deux droites. 
— nr Les droites AA’BR', AA’CC’ sont 
/ D symétriques par rapport à la bissec- 
” Jr trice AAMM. 
88 | cc 


La distance du point MM’ à la 
droite AA’BB’ est la longucur de la 
perpendiculaire MM'ÉE”’ abaissée du point MM’ sur cectte droite. 

Construisons le symétrique FF’ du Pot EE’, par rapport à la bissec- 
trice AA’MM’. | 

Les deux triangles symétriques AA’MM'EE’, AA’MMFF sont inversement 
égaux. 

Done MM'FF’ est la perpendiculaire abaissée du point MM’ sur la 
droite AA'’CC, et la distance MM'FF” est égale à la distance MM'EL’. 

2 Tout point MM, à égale distance MMEE’ —MMFF" des droites 
AA’BB’ et AA’CC’, appartient à l’une des DISC des angles de ces 
droites. 

En effet, les deux triangles rectangles MM'AA’EE’ ct MM'AA'FF’ sont 
directement ou inversement égaux, comme ayant l’hypoténuse commune 
MM'AA’ et un côté adjacent égal, MM'EE’ == MM/F£E”. 

Ils ne peuvent être directement égaux sans se confondre. 

Donc ils sont inversement égaux et l’angle EF'AA'MM! est égal à l’angle 
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MM'AA'FF"’, ce qui démontre que la droite AA'MM’ est la bissectrice de 
l'angle EE’AA'FF". 


LES QUADRILATÈRES REMARQUABLES 


94. — Parmi les quadrilatères remarquables, nous n’avons considéré 
que lc parallélogramme. 

Nous distinguerons encore : 

4° Le rectangle, qui a tous ses angles égaux entre eux; 

20 Le losange, qui a tous ses côtés égaux entre eux; 

3° Le carré, qui a ses côtés égaux et ses angles égaux; 

4 Le trapése, dont deux côtés opposés seulement sont parallèles. Le 
trapèze est dit isocéle lorsque ses deux côtés non parallèles sont égaux. 


95. — Tuéorème. — Tout rectangle est un parallélogramme dont les 
diagonales sont égales. 

D'abord, tout rectangle est un parallélogramme, puisque ses angles 
opposés sont égaux deux à deux. 

En second lieu, les deux triangles DD'AA'BB’, CC'BB'AA sont inverse- 
ment égaux comme ayant un angle inverse compris 


Nid à SL SUNEEN B 
entre deux côtés égaux chacun à chacun, savoir | \ 7 
l'angle DD'AA’BB’ inverse à l’angle CC'BB'AA’, le 


| 
BB/CC', comme côtés opposés d’un parallélogramme. not” --—— ce 


côté AA'BB commun, et le côté DD'AA’ égal au côté Fe Ki 
Donc les diagonales, côtés homologues, sont égales. Fig. 43. 
L F4 s Fr pi ua œ 
Les angles d’un rectangle sont égaux à Ta ouà——, puisque la 


somme des angles d’un quadrilatère est égale à 0 ou à Æ9r. 

96. — Réciproquement, tout parallélogramme dont les diagonales sont 
égales est un rectangle. 

Les triangles DD'AA’BB", CC'BB'AA’ sont directement ou inversement 
égaux, comme ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun. 

Par conséquent, deux angles consécutifs quelconques, DD’AA'BB" ct 
AA’BB’CC’, sont égaux ou inverses, et il est aisé de voir que leur somme 
est égale à Hz. 

Donc ces angles sont égaux et le parallélogramme considéré a tous ses 
angles égaux entre eux et est un rectangle. 


97. — Tuéonème. — Tout losange est un parallélogramme dont les dia- 
gonales sont : 4° perpendiculaires l’une à l'autre; 2° bissectrices des angles 
opposés. 

Cela résulte immédiatement de ce que chaque diagonale sépare le 
losange en deux triangles isocèles, symétriques par rapport à cette dia 
gonale. 


kkk 
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98. — Réciproquement, tout parallélogramme AA'BB'CC'DD' est un 
losange : 4° sises diagonales sont perpendiculaires l'une à l’autre; 2 si 
l'une d'elles est bissectrice des angles dont elle unit les sommets. 

4° Puisque les diagonales se coupent mutuellement en parties égales et 
sont perpendiculaires, tout sommet est également distant des deux som- 
mets adjacents et deux côtés consécutifs quelconques sont égaux. 

2 Si la diagonale BB'DD’ est bissectrice des angles BB’ et DD’, les 
triangles AA’BBDD’, CC'BB'DD’ sont symétriques par rapport à la droite 
BB'DD), les diagonales sont perpendiculaires l’une à l’autre et le parallélo- 
gramme est un losange. 


99. — CoroLLarRe. — Tout carré est un parallélogramme dont les dia- 
gonales sont égales, perpendiculaires entre elles et bissectrices des angles 
opposés ; réciproquement, tout parallélogramme est un carré lorsque ses 
diagonales sont : 4° égäles et perpendiculaires entre elles; 2 égales, l’une 
d'elles étant en outre la bissectrice des angles dont elle unit les sommets. 

En cffet, le carré est à la fois un losange et un rectangle. 


100. — Taéorème. — Un quadrilatére AABB'CCDD’ qui a ses côtés 
opposés égaux deux à deux est un parallélogramme ow un trapéze isocèle. 
La diagonale BB'DD’ sépare le quadrilatère en deux triangles AA’RB'DD”, 


CC'DD'BB' qui ont leurs côtés égaux chacun à chacun et sont par consé- : 


quent directement ou inversement égaux. 

Considérons successivement ces deux cas : 

4° Les deux triangles sont directement égaux. 

Tous les angles homologues de ces deux triangles sont égaux; par 
conséquent, le quadrilatère a ses angles opposés égaux et est un parailé- 
logrammc. 

2° Les deux triangles sont inversement égaux. 

Les angles AA’DD'BB', CC'BB'DD’ étant inverses, les segments égaux 
DD’AA’, CC'BB’ sont symétriques par rapport 
à la perpendiculaire menée au milieu de la 
droite DD'BB". 

Par suite, les points AA’, CC’ sont symé- 
88 triques par rapport à cette droite, les per- 

PE pendiculaires AA/CC', DD'BB’ à l'axe de 
symütrie sont parallèles, et le quadrilatère est un trapèze isocèle, 


AA’ cc” 


RELATIONS MÉTRIQUES ENTRE LES DIFFÉRENTES PARTIES D'UN TRIANGLE 


101. — TnéoRÈME. — Si une droite, menée par un point PP”, coupe aux 
points OA’, BO’ Les droites isotropes positive et négative îssues d'un 
point OO : 


se  InP an CE 
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4° Le produit des segments PP'OA' et PL'BO’, comptés sur la même 
semi-droile, est égal au carré du segment PP'O0’ ; 

2 Le rapport des segments PP'OA" et PP'RO’, comptés sur la même 
semi-droite, est égal au rapport segmentaire du double de l'angle OA’PL”00" 
ou BO'PP'00’. 

Désignons par ++ 3 1 la grandeur de l'angle OA'PP'00’, ou celle 
de l'angle BOPL’00' qui lui est égal ou en À 
diffère de Æ 7. 

Dans l’un ou l’autre cas, on a, en vertu 


M 
du théorème fondamental. \ 
FH — P<—.— L 
PP'OA'  a+8V—1 PPO0  «+8v—1 , ' 
PPOO  * EU ppBo —* D  . 
les segments PP'OA et PP'BO/ étant comptés PA 
sur la même semi-droite. * 
De ces égalités on déduit immédiatement Fig. 45. 


les suivantes, qui démontrent le théorème : 


A LL En ii 
PPOA’.PP'B0'=PPO0", pp — © : 


CoroLLaIRE. — Les choses étant posées comme précédemment, la perpen- 
diculaire abaissée du point O0" sur la droite OA’BO' & pour pied MM Le 
point milieu du segment OA’BO”. 

En effet, dans ce cas particulier, la dernière égalité donne : 


MMOA + 
MMBO 


| L 


Cette propriété a été démontrée autrement au n° 70. 


402. — Tuéonème. — Dans lout triangle AA’BB'CC', le carré d’un 
côté BB'CC’ est égal à la somme des carrés des deux autres côtés BB'AA” 
et AA’CC’, plus deux fois le produit de l'un de ces côtés BB'AA’ par la 
projection AA'HH’ du second sur le premier, les deux segments BB'AA" 
et AA’HH', qui composent ce produit, élant comptés sur la même semi- 
droite. 

Par le point CC’ menons les droites isotropes positive et négative, et 


soient Cl”, QC’ les points d’intersection de ces droites avec la droite 
BB’AA’. 
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En vertu du théorème précédent. on a l'égalité : 


BBCC — BB'CP’.BB'QC = (BB'AA' + AA'CP’) (BB'AA'-L AA'QC'), 


qui devient, en développant, 
x ————} 
BB'CC' — BR'AA" -L AA’CP”. AA’QC' + BB'AA (AA’CP" + AA/QC"). 


Or, AACP’.A4'QC'= AA CC, le point HH° est le milieu du segment 
CP'QC’ et, par conséquent, AA’CP' + AA'QC' = 2. AA'HH". 
Donc l'égalité précédente est identique à la suivante : 


BBCC — BBAA + AA CC" + 2,BR'AA’.AA'HH", 


les segments BB'AA' et AA’HH étant comptés sur la inème semi-droite. 
Et le théorème est démontré. 


103. — TuHéorèME. — Dans tout triangle rectangle, le carré de l’hy- 
potlénuse est égal à la somme des carrés des deux autres côlés, et réci- 
proquement un triangle est rectangle lorsque le carré d'un côté est égal 
à la somme des carrés des deux autres côlés. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du précédent. 


104. — Tuéonëme. — La somme des carrés de deux côtés d’un triangle 
est égale à deux fois le carré de la médiane relative au troisième côté, 
plus deux fois le carré de la moitié de ce 
troisième côlé. 

Soient AA'BB'CC'letriangle proposé, AA'MM’ 
la médiane relative au côté BB'CC’, et AA’DD’ 
de la perpendiculaire abaissée du point AA’ sur 
Cu DD MN" Se. BB'CC'. 

Fig. 46. Dans le triangle MM'AA'BB, on à : 


————— ;) DA ——————— 
AA BB —=BBMM + MMA + 2.BB'MM'.MMDD’, 
et dans le triangle MM'AA'CC' : 


22 2% —1 
AAÂ'CC == CCMM' + MM'AA’ + 2.CCMM'.MMDD'. 
En ajoutant ces égalités membre à membre, et en observant qu'on a 
CCMM' = — BB'MM', on trouve : 
ABB" + AA CC —2.AAUMM L2.BRMM. c.@.r.v. 


CoroLLAIRE. — Dans tout quadrilatère, la somme des carrés des quatre 
côtés est égale à lu somme des earrés des deux diagonales, plus quatre fois 
le carré de la droite qui unit les milieux de ces diagonales. 


GASTON TARRY. — GÉOMÉTRIE GÉNÉRALE, — LA LIGNE DROITE 21 
105, — Tuéorème. — La différence des carrés des deux côtés d’un 
triangle est égale au double produit du troisième côté par la projection 
de la médiane correspondante sur ce même côté. 
Soit AA'BB'CC' le triangle proposé: reprenons les égalités : 


AABB — BBA -L MMAA’ -L 2.BB'MM.MMDP, 


2 2 ——— 2? 
AA'CC = CCMM HMMAA — 2. CCMM.MMDD”". 
considérés au n° précédent. ct retranchons la première de la seconde, 
en observant que CCMM' = — BB'MM'; il viendra : 


AA CC — AABE — 4,CCMM.MMDD' = 2.CC'BB'.MM'DI, . 


les scgments CCBB’ et MM'DD’ étant comptés sur la même semi-droite. 

106. — Siles points BB’ et CC restant fixes, le sommet AA’ se déplace 
de façon que la différence AA’ CC” — AA BR reste constante, Ja relation 
précédente prouve que la projeetion MM'DIY de la médiane ne change pas. 
c'est-à-dire que la projection DH du sommet mobile AA’ sur la droite 
BB'CC’ reste fixe. Donc : 


—————2 2 

THÉORÈME, — Le Licu des points AA’, dont la différence AA'CC' — AA'BR/ 
des carrés des distances à deux points fires CC’ et BB’ est constante, est 
une droile perpendiculaire à la droite CC'BR" qui passe par les deux points 


fixes. 


LES LIGNES PROPORTIONNELLES 


107. — Tuéonëme. — Si deux points DD’ et EE’, situés respectivement 


sur les côtés AA'BB’ et AA'CC' d'un triangle AABB'CC, divisent ces 


2 
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côtés en parties proportionnelles, la droite DD'EE", qui unit ces deux points, 
est parallèle au troisième côté BR'CC'. 
2 ( à 
Désignons par m.e la valeur des rapports égaux : 


AA'DD' . AÂ'EE’ 
AA'BB" AA'CC” 


les segments AA’DI)', AA'EE’ étant comptés sur les semi-droites AA’BB, 

AA'CC’. 
Faisons tourner autour du point A, d’un angle égal à +6, le triangle 

ABC, puis autour du point A’, d’un angle égal à — 6, le triangle A’B'C7. : 
Soient B,, C, et B,, C, les nouvelles positions des points B, Cet B’, C. i…. 
Les semi-droites B,C, et BC; font avec les semi-droites BC et B'C’ des 

angles respectivement égaux à + 0 et —0. : 
Par conséquent, les semi-droites B,C, et BC; font avec la directrice de ne 

la semi-droite BB'CC’ des angles inverses, et la directrice de la semi-droite < 

B,B'C,C; est parallèle, de même sens ou de sens contraire, à la directrice "| 

de la semi-droite BR'CC’. 
Ainsi les droites B,B;C,C, et BB'CC’ ont leurs directrices parallèles, et 

il est évident qu’elles ont leurs caractéristiques égales. 

# Les droites B,B:C,C, et BB'CC’ sont donc parallèles. 


147 


AA'B,B, AA'C,C, | 6 : 
Les rapports AABE LATE sont égaux à et, par hypothèse, les 


AA'DD' AA'EE’ 
rapports ANBE et AA CC 
AADD  AAEE' . pe 

Les rapports MBE e ANCC sont égaux à m; les points B,, B: L 


A s 0 , 
sont égaux à m.: . Par conséquent : 


C,, C; sont situés respectivement sur les droites AD, A’D’, AE, A’E"; les 


B,C . 
droites B,C,, B'C, sont parallèles aux droites DE, D'E’; le rapport EC 
471 : 


est égal au rapport ne et la droite B,B;C,C, cest parallèle à la droite 


D'E' À 

DD'EE". n 

Donc les droites DD'EE" et BB'CC’, parallèles à la droite B,B;C,C;, sont ‘ 
parallèles entre elles. C.Q.F.D. 


AN NE 


ECC est aussi égal à 
me, les segments BB'CC, DD'EE’ étant comptés sur des semi-droites 
parallèles de méme sens, et que les triangies ADE, A'D'E’ sont directement 
semblables aux triangles ABC, A’B'C'. 


Il résulte de ce qui précède que le rapport 


108. —— Taéorème. — Toute parallèle DD'EE’ à l’un des côtés BB'CC’ 
d'un triangle AATBB'CC’ divise les deux autres en parties proportionnelles, 
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DD'EE’ | __— AADD' AA'EE’ 
BEC est égal aux rapports égaux AUBE” AAC 
segments DD'EE' et BB'CC' étant comptés 
sur des semi-droites parallèles de même 
sens. 
Construisons le point E,E; de la droite 
AA’CC' déterminé par la relation : 
AAE,E, _ AADD’ 
AACC  AAUBR 
En vertu du théorème précèdent, la ne 
droite DD'EE" est parallèle à la droite BB'CC’ et se confond avec la 
droite DD'EL’. | 
Le point E,E, coïncide donc avec le point EE’ et le théorème cest dé- 
montré. 


et le rapport les 


109. — THÉORÈME. — Deux semi-droites quelconques sont coupées en 
parties proportionnelles par une série de droites parallèles; en d'autres 
termes, lorsque deux semi-droites AA'GG', A AY & sont coupées par une 
série de parallèles AA’A,A, BBBR, ..... , GG'G,G, le rapport de deux 
segments quelconques de la première semi-droile est égal au rapport des 
segments correspondants de la seconde. 

Soit O0’ le point de rencontre des droites AA’GG", A,A°G,6G:. 

11 résulte du théorème précédent que les 
segments 00'BB", OO'B,B,, et les segments 
O0'DD’, O0'D: D, comptés sur les semi-droites 
AA'GG' et A A°G,G, sont respectivement pro- 
portionnels aux segments fixes OO'AA’ et 
OO’A,A', des mêmes semi-droites, quelles que 
soient les positions des parallèles BB'B,B, et 


DD'D,D;. 
Par conséquent, le rapport de deux segments 
quelconques, BB'DD' ct B,B/D,D', est un Fig. 49. 


nombre constant, ce qui démontre le théorème. 

Si les parallèles sont des droites isotropes, le théorème est une consé- 
quence de notre théorème fondamental. | 

Si l’on suppose le point O0’ à Finfini, les semi-droites données sont 
parallèles et le théorème subsiste. 


110. — THÉORÈME, — Deux semi-droites parallèles de même sens sont 
coupées en parties proportionnelles par une série de sécantes issues d'un 
même point. 


Soient AA’DD’, A,A/D,D' deux semi-droites parallèles de même sens, 
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et unc série de sécantes OD’A AA > OO'BB'B,B;, OO'CC'C.C, ,00'DD'DD", 
issues d’un point O0”. 
On a la suite de rapports égaux : 
OO'AA" __ OO’BB ___ 00'CC' __ O0DP 
VOA AE LE 00'B,B, cu O0'C.C, ee 00'D,D, 


Considérons deux segments quelconques, BB'CC’ et B,B:C,C,, interceplés 
sur les semi-droïtes parallèles de 
même sens. On a l'égalité : 

BB'CC' __ OO'BP 


BBC C;  O0B,B; 


4141474 

Ce qui démontre que le rapport 
de deux segments interceptés par 
deux sécantes quelconques est un 
nombre constant. 

En vertu du théorème fondamental, la propriété subsiste pour les 
sécantes isotropes. 

La dernière égalité exprime la propriété suivante : 

Le rapport de deux parties correspondantes quelconques des deux paral- 
lèles est égal au rapport des segments interceptés sur l’une quelconque des 
sécantes par le point O0 et les deux paralléles. 

111. — Réciproquement, lorsque plusieurs sécantes AAA A;, BB'B,B 


411 
CC'C,C, DD'D.,D’, coupent deux parallèles en parties proportionnelles, ces 


174? 474? 
sécantes concourent en un même point. 
Soit 00’ le point d'intersection des droites AA’A,A, et BB'B,B;:. 
La sécante O0'CC’ rencontre la parallèle A,A°B,B; à la droite AA'BB' 
en un point C,C, tel que l’on ait : 
B,B;C,C, A,A/B,/B,  B,B,C,C, 


22 AA A 4 14 4 4 


BB'CC'  AA'BB’ BB'CC' * 


LA 


Fig. 20. 


Les deux segments B,B;C,C, et B,B;C,C:, comptés sur la même semi- 
droite, sont égaux et ont même origine; par conséquent, leurs extrémités 
C,C, et CC; se confondent, et la droite CC'C,C’ passe par le point 00”. 

Ainsi, une sécante quelconque CC'C,C, passe le point fixe 00”, ce qui 
démontre le théorème. 

Quand le point O0 est à l'infini, la propriété énoncée subsisie. 


EXTENSION DE LA FORMULE DES COORDONNÉES CARTÉSIENNES. 


142. — Soient OO’XX’ et OO’YY’ deux semni-droites non isotropes et 
non parallèles, prises pour axes de coordonnées. 
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La position d'un point quelconque TT’ du plan sera déterminée par 

l'intersection de deux droites TT'PP’, TT'QQ parallèles aux axes. 
La position de la parallèle TTPP’ 


à l’axe OO’YY’ est définie par la gran- RE 
deur du segment OO0'PP’ qui a pour * 7e / 
origine l’origine 00” des coordonnées | Fur er / 
et pour extrémité PP’ le point d’inter- 1/ PURES 
section de cette parallèle avec l’autre l/ ë à 
axe, le segment OO’PP’ étant compté  / ‘ 

: : FRE 0 Jp: 
sur la semi-droite 99 XX. | TS n 

De même la position de la parallèle ant 


TT'QQ est définie par la grandeur du 
segment O0’QQ' de la semi-droite OO’YY”, QQ' étant le point d’'inter- 
section de l’axe OO'YY’ avec la parallèle menée par le point TT’ à l’axe 
OU’XX. 

Ces deux longueurs OO’PP’ et 0000’, qui déterminent ainsi les posi- 
tions des deux parallèles, et par conséquent le point TT’, sont l’abscisse 
ct l’ordonnée de ce point. 

Ces coordonnées sont aussi égales à QQ'TT" et PP'TT", les segments 
Q0'TT et PP'TT étant comptés sur des semi-droitcs parallèles de même 
sens aux axes OO’XX' et OO'YY’. 

Désignons par x et y l’abscisse OO'PP” et l'ordonnée PP’TT' du point TT’. 

Si l’on donne à x et y toutes les valeurs possibles, on obtient tous les 
points du plan; d’ailleurs, chaque couple de valeurs donne un point et 
un seul. 

113. — Soit AA'BB’ une ligne plane quelconque; traçons dans le plan 
deux axes OO’XX’ ct OO’YY”, et désignons par x et y les deux coordon- 
nées OO'PP’ et PP'TT' du point TT’. 

Quand le point TT'se meut sur la ligne AA’BB, les deux coordonnée 
varient simultanément; si l'on donne à l’abscisse OO'PP” une valeur 
arbitraire, la grandeur de l’ordonnée correspondante PP’TT" est une fonc- 
tion de l’abscisse; la nature de cette fonction dépend de la ligne consi- 
dérée. 

Quand la ligne est définie géométriquement, on conçoit que lon 
puisse, de la définition géométrique de la ligne, déduire une équation 
entre x et y, servant à définir analytiquement la fonction de y. L'équation 
en æ et y que l’on trouve de cette manière s'appelle l'équation de la ligne. 

114. — Supposons, réciproquement, que l’on donne une équation : 


Fr, y) = 0 


entre les deux variables æ et y; chaque couple de valeurs de x et y satis- 
faisant à cette équation détermine un point du plan et un seul. 
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Soient æ, ct y, des valeurs vérifiant l'équation; si l'on fait varier x 
d'une manière continue à partir de x,, l'une des valeurs de y variera 
aussi d’une manière continue à partir de 7,; le point dont les coor- 
données sont æ et y décrira dans le plan unc ligne continue. 

Ainsi, dans celte nouvelle Géométrie analytique, l'ensemble de toutes les 
solutions d’une équation à deux variables représente une ligne plane de la 
Géométrie générale. 

En Géométrie générale, nous disons qu’un point décrit une courbe 
continue quand les composantes de ce point décrivent des courbes conti- 
nues de la Géométrie ordinaire. 


CONSTRUCTION DES POINTS DE LA COURBE F(x, y) —:0 


445. — Soit F(x, y) —0 l'équation d’une courbe en coordonnées 
reclilignes. 

A toute solution 

a =a+fpsy—1, n=x+pv—1 
de l’équation correspond un point de la courbe, qu'il s’agit de construire. 

Sur les semi-droites OO’XX’, OO’YY’, axes des coordonnées, nous 
savons construire les extrémités PP”, QQ des segments OO'PP”’, 00'QQ/, 
qui sont respectivement égaux à «L8y— 1 et à’ + y —1. (Fig. 21.) 

Par les composantes P, P’ menons les droites PT, P"£” respectivement 
égales et parallèles de même sens aux droites 0Q, 0’Q’. On voit aisé- 
ment que le point TT’ est l'intersection des parallèles aux axes de 
coordonnées menées par les points PP’ et QQ”, et représente, par consé- 
quent, Îe point correspondant à la solution 

a =ae+8y—1, = +$v—1 

116. — Quand les axes des coordonnées sont des semi-droites réelles 
OOXX et OOYY, la construction se 
simplifie. 

Sur la semi-droite OX prenons 
une longueur OP" égale à « et par 
le point P” menons à celte semi- 
droite des perpendiculaires P"P et 
P"P’, respectivement égales à + 6 
ct — 6. 

La distance OOPP’ est égale à 
x + 6V— 1. 

‘ Construisons le point QQ'’ de 


l'axe OOYY déterminé par la relation 0000 = 4 + 8 y— 1. 
Achevons la construction en menant par les composantes P, P’ des 


YY 


Sa aus do 


GASTON TARRY. — GÉOMÉTRIE GÉNÉRALE. — LA LIGNE DROITE 27 


droites PT, PT’, respectivement égales et parallèles de même sens aux 
droites 00, 0’Q. 

T et T’ sont les composantes isotropes du point cherché TT", 

Il est très intéressant de remarquer que la composante isotrope positive 
est le point fictif de Bellavitis, el la composante isotropc négative son * 
point fictif conjugué. | 

417. — Quand les axes sont des semi-droites réelles, la représenta- 
tion la plus simple du point est ÿ 
fournie par ses composantes origine 
et terme. 

Sur la semi-droite OX portons les BA M 
segments OA, AB, respectivement { * 
égaux à «, 8, et sur la semi-droite A “ ; 
OY les segments OA’, A’B’, respec- ; 
livement égaux à 2’, £. / 

Les longueurs des segments OOAB, /. 
OOAB’ sont égales à « + 8 ÿ—1, 
a + 8 ÿ— 1, les points étant repré- 
sentés par leurs composantes origine et terme (*). 

La droite menée par le point AB, parallèlement à l’axe OOYY, a pour 
directrice et complémentaire les parallèles à OY menées par les compo- 
santes À et B. 

Pareillement, la parallèle menée par le point AB’ à l’axe OOXX a 
pour directrice et complémentaire les parallèles à OX menées par les com- 
posantes A’ et B’. 

En vertu du dernier théorème du n° 30, le point d'intersection MM’ de 
ces deux parallèles a pour composante origine M le point d’intersection des 
directrices de ces droites, et pour composante terme M le point d'inter- 
section de leurs complémentaires. x 

Cette propriété peut s’énoncer sous la forme du théorème suivant : 


PR 
x 


118. — TnéorÈmME. — À toute solution : 
x=a+p6y—1, y=a+pv—t 
d'une équation F{x, y) — 0, en coordonnées rectilignes réelles, correspond 
le point qui a pour composante origine le point dont les coordonnés sont, 
en Géométrie analytique ordinaire : 


X = 6, Ye, 
pour composante terme le point : 


m=atp  y=w#+p. 


€) Nous supprimerons lindice à des lettres indicatrices de la composante terme et de la droite 
complémentaire. 


Éd ns HE Mes à tén as spé D ñ 3 F ie .. > er. L: TS. ne 
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Il est évident que notre composante terme est le point représentali/ 
de M. Marie. 

419. — Le point MM’ a pour support la droite MM dont le cocfficient 
angulaire, par rapport aux axes des coordonnées OX et OY, est égal 


à + L- 

1! est facile de voir que les courbes conjuguées de M. Marie sont les 
lieux géométriques des composantes termes des points d’intersection de 
la courbe F(x, y) — 0 avec des droites réelles parallèles. 

À chaque direction des droites réelles correspond une courbe conju- 
guée. 

La direction de la droite est déterminée par son cocfficient angulaire C, 
appelé par M. Marie caractéristique de la conjuguée. | 

120. — Toutes les composantes d’un point de la Géométrie générale 
sont des points réels de la Géométrie ordinaire. 

Il est donc évident que tous les points d’une courbe de lu Géométrie géné- 
rale conservent des positions fixes sur le plan du tableau, quelque trans- 
formation d'axes qu'on puisse faire subir à l'équation du lieu. 

On voit pourquoi les points fictifs conjugués de Bellavitis, le segment 
représentatif de Laguerre et le point représentatif de Marie conservent une 
position fixe, quel que soit le changement d’axes. 


ÉQUATION DE LA LIGNE DROITE 


121. — L'équation générale du premier degré entre deux variables x 
et y est de la forme: 

(a+ ay) + (+8 y—1)y+e+ev—1= 0. 

IL est impossible que les deux coefficients a + a’ y et b + by —1 
des variables soient nuls à la fois; car alors il faudrait que l’on eût 
c+ey—1 = 0, et l'équation se réduirait à une identité. 

Mais il peut arriver que l’un des coefficients soit nul; si, par exemple, 
le cocfficient & + a’ ÿ— 1 est nul, l'équation se réduit à la forme: 


LC Levy 1 
b+by—1 
Cette équation représente le lieu d’un point TT’ dont l’ordonnéc 
PL'TL" est constante, quelle que soit l’abscisse OO’PP’; c’est une droite 
parallèle à l'axe OO’XX"; on Pobtient en portant sur la semi-droite OO'YY", 
c+ey—1 
DEV Y—T 


(b+DY—1)y+e+tey=1—=0 où y— 


à partir de l’origine 00’, une longueur 0000" égale à — 


et menant par le point QQ’ une parallèle à l'axe OOXX”. 
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En particulier, l'équation y — 0 représente l'axe OO’XX’ lui-même. 
Lorsque le coefficient b + b'y—1 est nul, l'équation se réduit à 
e + c 
x = — HET, et représente une droite parallèle à l’axe OO’YY”. 
a+ a y—1 
En particulier, aude æ — 0 représente l’axe OO'YY’. 
Lorsque le cocfficient b + b'4/— 1 n’est pas nul, on peut diviser tous 
les termes par b + b’4/— 1 et mettre l'équation sous la forme : 


Latavri, Lee vi 
FEV re 
ou y = (p + DV) x + q + gt. 


Considérons d’abord le cas particulier où q + q'V —_1—=0, ce qui 
réduit l'équation à la forme : 


u=(p+pv—1}x ou = p+pv— 1. 


Prenons une abscisse quelconque OO’PP’ et par le point PP’ menons 
une semi-droite parallèle de même sens à l'axe des y. On pourra déter- 


: x ,  PP'TT = 
miner sur cette parallèle Le point TT" tel que l’ou ait op = p+pv—1. 
Le point TT’ est un point du lieu. 
Soient T,T', T,T,,... divers points du licu construits de cette façon. 
Des rapports égaux : 
PP'TT' __ PPT, _RPDT, L = 
OO'PP’  OOP,P,  OOPP, / 


il résulte que les points TT’, TT}, T,T,,... sont tous placés sur une 


même droite OO'TT’, non isotrope ou isotrope, passant par l’origine. Si* 


l'on fait varier x d’une manière continue, en passant par toutes les valeurs 
imaginaires ou réelles, le point TT’ se meut d’un mouvement continu 
et décrit la droite OO'TT’. 

Revenons maintenant à l’équation y — (p + pY— — 1}r æ + q+ q V—1. 

Si l'on compare les deux équations y = (p +-py— 1} + 9 +gv— 1, 
y = ( p+pvV— 1)x, on voit que les ordonnées correspondant à une 
même abscisse différent d’une quantité constante q + q'ÿ— 1; on aug- 
mentera donc les ordonnées de tous les points de la droite TT'T,T, de 


longueurs FT'NN',T,TN N°, LION, N,,--. égales à la valeur deg—+qv—1 
et comptées dans le sens de la semi-droite OO’YY”; les points NN’, NN, 
N,N;, ..., ainsi oblenus, forinent évidemment une droite NN'N,N, paral- 
lèle à la droite TT'T,1. 


Il résulte de ce qui précède que toute équation du premier degré entre 
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les deux variables x el \ représente une ligne droile de la Géométrie géné- 
rale. 

422. — Nous allons démontrer que, réciproquement, toute ligne droite 
de la Géométrie générale est représentée par une équation du premier degré. 

Si la droite est parallèle à l'axe OO’XX’, comme tous ses points ont 
même ordonnée, son équation est de la forme y = b + by/—1. 

Si clle est parallèle à l’axe OO'YY”, tous ses points ayant môme abscisse, 
son équation est de la forme æ — a + a’ ÿ—1, 

Supposons que le droite passe par l’origine 00’, et par ses différents 
points TT, TT, TT}. ... menons des parallèles à l'axe OO'Y’, et 
soient PP”, PP", PP". .. Jes intersections de ces parallèles avec l'axe 
OO’X\". 

Que la droite soit non isotrope ou isotrope, on a la suite de rapports 
égaux : 

PPOTT PPT, PPT, 


2” 2 2 2 


OODP — OOPP, — OOPP, à V1. 


et l'équation de la ligne droite ost : 
TEep+av—t où y=(p+pv—t)r. 


Supposons enfin que la droite, sans être parallèle à l’un des axes, ne 
passe pas par l’origine; d’après ce qui précède, une parallèle à cette 
droite, menée par l'origine, aura pour équation y = (p+p V— 1)r; 
or l'excès de l’ordonnée de la droite proposée sur l'ordonnée correspon- 
dante de la parallèle est une quantité constante g + g'ÿ— T; donc la 
droite proposée a pour équation : 


y=(p+p Vi} + q+gv—1 
193. — L'équation la plus générale de la ligne droite est : 
y=(p+pvV—1)e+q+ gt. 


La constante p + p'y 4 ne dépend que de la direction de la droite ; 
elle est la même pour toutes les droites parallèles; on l'appelle coejji- 
cient angulaire ou de direction. 

Désignons par à + 8ÿ 1 l'angle XX'00'YY’ des coordonnées. 

En vertu du théorème fondamental, le cocfficient angulaire d’une 
droite isolrope négative est égal à — HV et celui d’une droite isotrope 

1 


positive est — ———— 
; Tv —1 
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Nous dirons que les coordonnées sont positivement, où négativement, 


; s + ee no. 7 k x 
rectangulaires quand l'angle XN'OOYY’ sera égal à + gr OU à — 5 
a) ad 


Si langle X\'OO'YY' est égal à + 5’ Ja valeur de +8 devient 


G] 


c? ou +-4/— 1. 
Donc, quand les coordonnées sont positivement rectangulaires, les droites 
“isotopes positive et négative sont curactérisées par celle propriété très 
simple d'avoir respectivement + \/ Te V 4 pour coefficient angu- 
laire. | 


L’IMAGINAIRE EN ALGÈBRE 


124. — Nous disons que deux angles sont égaux quand ils ont lu même 
représentation matérielle. 
Tous les angles égaux sont compris dans la formule : 


à + 8Y—T + 9kKx, 


dans laquelle « est limité entre — x et + 7, ou est égal à +, et K 
désigne un nombre entier quelconque positif ou négatif, ou est égal à 0. 
Il est bien entendu qu'en disant que deux angles sont égaux, nous 
affirmons seulement qu’ils ne sont égaux qu'au point de vue de leur 
représentation matérielle géométrique. 
Quand deux angles seront absolument égaux, nous dirons qu’ils sont 


identiques. 
Deux angles qui différent d'un multiple de 2r sont égaux et non iden- 
tiques. 


Pour nous conformer à l'usage, nous dirons que tous les nombres renfer- 

més dans la formule : 
HV arr 

sont égaux. 

Tous ces nombres, qui représentent les rapports scymentaires des angles 
x + 34/— 1+9Kx, en nombre infini, sont en effet différents les uns 
des autres. 

Nous Îles appelons égaux parce qu’ils ont la même représentation 
matérielle algébrique, de Ja forme a + b4/— 1. 

Quand deux nombres seront absolument égaux, nous dirons qu'ils sont 
identiques. 

Deux nombres peuvent donc être égaux sans être identiques. 

Confondre en une seule toutes les valeurs algébriques égales et non iden- 
ligues serait une erreur identique à celle qui consisterait à confondre 
deux angles qui diffèrent d’un multiple de 2. 
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a an de 
aLby—1— Verre 


n’est pas une égalité, dans le sens ordinaire du mot; elle exprime que la 
figure algébrique à + by — 1 représente l'infinité des nombres : 


RC CEE ir 


Nous sommes naturellement conduits à cette conséquence que, dans 
la théorie de l'algèbre, ce n’est pas un seul système de supputation qu'il 
faut avoir en vue, si l'on veut arriver à Ja connaissance parfaite de 
tout ce qui intéresse la quantité algébrique. 

Il faut avoir égard à deux systèmes : l’un représenté par des gran- 
deurs de Ja forme «a + b v— 1, dont les représentations visibles, algébrique 
et géométrique, sont Dent déterminées; l’autre figuré par des 
symboles de la forme Vi , qui servent à représenter un mode 
d'existence plus général. 

426. — Nous baserons la théorie des fonctions cexponentielles et loga- 
rithmiques sur la définition suivante : 

La puissance m + ny/— 1 du nombre e*F BH 4 Je nombre dont le 
logarithme géométrique est égal au produit du logar ee ne _ géométrique 
a +8 v=-4 + 2x de la base par la puissance mn + n4/— 1. 

C'est-à-dire qu'on à identiquement : 


Ë on 15 
EEE | (+81) (nn 4} (mn 1) 


Il résulte immédiatement de cette définition que deux nombres identiques 
élevés à la méme puissance donnent deux nombres identiques. 


197. — Soient x et y les logarithmes d’un nombre dans les systèmes dont : 


a+-B—1+2Xx% 


les bases sont € et e. Nous aurons : 


AC TE = d'où 1 ; se 34 IE + 2x. 


Par conséquent, /es logarithmes des différents nombres, considérés dans 
deux systèmes, sont inversement proportionnels aux logarithmes géométri- 
ques des bases de ces systèmes. 

L'étude des fonctions exponentielle et logarithmique de base quel- 
conque, réelle ou imaginaire, se trouve ramenée à celles de bàse e. 

Il nous suffira donc d'étudier les fonctions exponentielle et logarithmique 
de base «, 
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128. — Les égalités suivantes se déduisent immédiatement de notre 
définition : 


ie ( jee 


(aan Var 


( ai) ENT D 
= ET x 


r—ptav=s — — 
[Cats tae)" 2 (tar) -(p-+av=1) 


On voit que ces règles sont identiques à celles des exponentielles réelles. | 
129. — Tout nombre de la forme à + b V4 24, représentant l’infinité de 
nombres Herr a évidemment une in/finité de logarithmes géomé- 
triques. 
L'élévation du nombre a + by— 1 à la puissance m + ny == 1 donne 
une infinité de nombres. | 
On à, en effet : 


{a + by sn = AC En CET EEE RCE STE ) 


Le nombre de solutions de la forme p + q4/— 1 n’est limité que dans 
le cas très particulicr où n est nul ct m une quantité commensurable. 


OT € : 5 
Si l'on a n = 0 et m — + ne et d Ctant deux nombres entiers pre- 


micrs entre eux, le nombre de solutions distinctes de la forme p + y 1 
est égal à d. 

430. — Deux nombres non identiques, égaux ou inégaur, élevés à la 
méme puissance donnent deux nombres non identiques, qui peuvent étre 
inéqaux où égaux. 

1° Deux nombres égaux, élevés à la méme puissance, peuvent donner, 
deux nombres inégaux. Exemple : 

EDS 


È xt) a 


2 Deux nombres inégaux, élevés à la même puissance, peuvent donner 
deux nombres égaux. Exemple : 


— V8 


(aan) -$ 


(ass) = at 


EE —+ Br at 


Ces deux exemples prouvent surabondumment qu’il serait absurde de 
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considérer comme absolument égaux deux nombres non identiques, qui 
ont la même représentation matcrielle a + by— 1. 

Les contradictions que l’on croit quelquefois rencontrer dans le calcul 
des exponentielles et des logarithmes ne sont qu’apparentes, et tiennent 
uniquement à ce qu’on à oublié qu'une quantité de la forme @ + by— 1 
représente une infinité de nombres. 

131. — La théorie que nous venons d’esquisser présente le triple avan- 
tagc d'éviter l'emploi des séries imaginaires, de donner un sens très 
précis à l'élévation d’un nombre quelconque à un: puissance imaginaire, 
et de fournir unc représentation géométrique de cette opération. 


Considérons l'expression { a + by/— 1)" t, 
En posant a + by— 1 = HV —RRT ous aurons : 


, 


(ay pt 2 CV = 1er) (nn) 
(a LE b Ve ra _ Qu fin ak (ant- Smart) 


Dans la figure du numéro 61 {Mémoire de Paris), supposons que la 
surface du secteur circulaire AOB soit égale à x, ct que celle du secteur 
hyperbolique BOD soit égale à 3 

La semi-droite imaginaire, qui a pour directrice et complémentaire les 
semi-droites OB et OD, forme avec la semi-droite réelle OOAA une infi- 
nité d’angles compris dans la formule x + 34/1 a 2K7, à laquelle 
correspond l’infinité de rapports segmentaires 2*+ BR, 

On voit clairement que l'élévation de « + by —14 à ja puissance 
m + ny— 1 a pour résultat de transformer a + b4'— 1 en une infinité 
de nombres, généralement inégaux, représentant les rapports segmentaires 
d'une infinité d’angles. 


Ainsi, par exemple, a) a une iufinité de valeurs toutes réelles, 
GT rs) 
ou e 

132. — On appelle unité le nombre représenté par le symbole e°. 

L'unité élevée à une puissance quelconque reproduit l'unité. 

Le produit où le quotient d’un nombre APRES par l’unilé est 
toujours égal à ce nombre. 

L'unité a pour représentation matérielle algébrique la figure 1; mais la 


figure algébrique 1 représente lintinité de nombres 8%. 
Le) Le) 
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EXTRAIT DES STATUTS ET RÈGLEMENT 


RIT 
STATUTS 
ART. 4. — L'Association se compose de membres fondateurs et de membres 
ordinaires ; les uns et les autres sont admis, sur leur demande, par le Conseil. 
ART. 6. — Sont membres fondateurs les personnes qui auront souscrit, à 


une époque quelconque, une ou plusieurs parts du capital social : ces parts 
sont de 500 francs. 

Art. 7. — Tous les membres jouissent des mêmes droits. Toutefois, les 
noms des membres fondateurs figurent perpétuellement en tête des listes 
alphabétiques, et les membres reçoivent gratuitement, pendant toute leur vie, 
autant d'exemplaires des publications de l'Association qu’ils ont souscrit de 
parts du capital social. 


RÈGLEMENT 


Arr. 4e. — Le taux de la cotisation annuelle des membres non fondateurs 
est fixé à 20 francs. | 

ART. 2 — Tout membre a le droit de racheter ses cotisations à venir en 
versant, une fois pour toutes, la somme de 200 francs. Il devient ainsi membre 
à vie. 

Les membres ayant racheté leurs cotisations pourront devenir membres 
fondateurs en versant une somme complémentaire de 300 francs. Il sera 
loisible de racheter les cotisations par deux versements annuels consécutifs 
de 409 francs. 

La liste alphabétique des membres à vie est publiée en tête de chaque 
volume, immédiatement après la lisie des membres fondateurs. 


Les souscriptions des membres fondateurs peuvent étre versées en une seule fois 
ou en deux versements de 250 francs chacun. 


Les souscriptions sont reçues : 
Au SEcréTARIAT, à l'Hôtel des Sociétés savantes, 28, rue Serpente, à Paris. 
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